Exemplul 1.Vom considera programul neliniar:

3
(max) f = x; +2xy — X,
(P) X| +Xp <1
X1 ZO,X2 >0

Cercetam daca (P) este program convex. Pentru aceasta:
1) aducem (P) la forma canonica de prezentare a programelor neliniare:
. 3
(min) — f =—x; —2xp +x;

(P) x1+x2—1£O
X1 ZO,XZ >0

2) Functia obiectiv —f este convexa in cadranul nenegativ RE ca suma a doua functii de cate o
singurd variabila, ambele convexe pe [0,+0):

— f = fi(x))+ f>(xy) unde fi(x;)=—-x; este liniara iar f,(x,)=-2x, +x; are proprictatea
f2(xy)=06x, 20 pentrux, >0.

3) Programul are o singura restrictie, liniara in variabilele x;,x, .
In concluzie, (P) este un program convex ciruia I se poate aplica teorema de optimalitate 6.

Atasam programului (P) — in forma canonica! — lagrangianul:
L(x1,X9,u) ==X —2X, +x§ +u(x; +x, =1)

Scriem conditiile de optimalitate KKT:
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a—“'zo@—z+3x§+uzo 1.2) ; xz-a—":o@xz(—2+3x§+u)=o 1.2")
(KKT)6x2 axZ

a—‘4/£0<::>xl+xz£1 (2); u-a—£:Oc>u(x1+x2—1):O (2"
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Daca tripletul de valori numerice (x;,x,,u) satisface conditiile mai sus scrise, putem formula
urmatoarele judecati:

e Din(1.1) rezulta u > 0 si ca urmare (2") implica: x; +x, =1 3)
e Dacd amavea x, =0,din (3) ar rezulta x; = 1si mai departe (1.1") ar implica u =1.
Din (1.2) s-ar obtine =3 = —-1<0. Contradictie! In concluzie x, >0.
X2
e Deoarece x, > 0din (1.2") deducem —2 + 3x§ +u=0 4)
e Dacdamavea x; =0, din (3) ar rezulta x, =1si din (4) am obtine: © = —1< 0 ceeace nu se
poate. In consecinta, x; >0.

o (intrucat x; >0,din (1.1') rezulti u=1. Din (4) gisim x, :L si din (3) obtinem

V3

xp=1- L
1 \/g :
Programul (P) are deci solutia optima: x; =1-—, x, =—
1 \/g 2 \/g

Exemplul 2. Ne vom ocupa acum de programul:

(max) f =x; +2x,
(P){xf —xx, +x3 <21

X1 ZO,XZ >0

Forma canonica de prezentare:
(min) — f =—-x; —2x,
(P) x12 — XXy +x§ -21<0
X1 > 0,x2 >0

Programul (P) este un program convex deoarece:

Functia obiectiv este liniara in variabilele x;,x, ;

Functia patraticd g(x;,x,)= xlz - X)X, + x22 care defineste unica restrictie a programului este o
functie convexa — chiar strict convexa! —pe R’. Intr-adevir, g are expresia matriciali

2 -1
g(xl,x2)=xTCx=[x1 xz][_l Z}FI}

%)
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in care matricea simetrica C ={ ) } este pozitiv definita (este bine ca cititorul sa revada notele

privitoare la convexitatea functiilor patratice din sectiunea 14.1)

Lagrangianul programului: Z(x;,x,,u) =-x; —2x, + u(x12 — X)Xy + x% -21)

Conditiile de optrimalitate KKT:

a—‘420c:>—1+2u)c1—wc2 >0 (1.1) ; xl'a—1=0<:>x1(—l+2ux1—ux2)=0 1.1

6x1 8x1
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u u

x120,x,20 ; u=0

Daca tripletul de valori numerice (x,x,,u)satisface conditiile mai sus scrise, putem dezvolta
urmatoarele rationamente:

e Din (1.1) sau (1.2) rezulta ca nu putem avea u = 0. Prin urmare u > 0.

e Deoarece u > 0 din (2') rezulta: x12 — X)Xy + x% =21 3)
e Nu putem avea x; =0, pentru ca daca ar fi asa, am avea 2—’4 =—1-ux, <0 1in
X1
contradictie cu (1.1). Deci x; > 0 si ca urmare, (1.1") implica: —1+ 2ux; —ux, =0 4)
e Analog, din (1.2) rezultd x, > Oiar din (1.2") obtinem: —2 —ux; + 2ux, =0 (5)

e Evident, relatiile (3),(4),(5) constituie un sistem in variabilele x;,x, si u. Din (4) si (5)

< . . | -
extragem: x :i,x :i.lnlocumdin (4) gdsim u =— sideaici x; =4,x, =5
g 173,02 73, 3 1 2

Programul (P) are solutia optima x; =4, x; =5

Exemplul 3. Uneori, se intampla sa cunoastem ,,pozitia aproximativa” a solutiei optime a unui program
convex in sensul ca stim care restrictii sau conditii de nenegativitate sunt verificate cu egalitate si care
nu. In asemenea situatii, conditiile KKT sunt suficiente pentru determinarea ,,exacta” a solutiei optime
cautate.



Vom lua ca exemplu programul neliniar:
(max) f =2x; +x,
(P) xlz + x% <1

X1+2X2 <2
X1 ZO,XZ >0

pentru care vom ,incerca” o rezolvare grafica in figura 14.8.(P) este un program convex, deoarece
multimea # a solutiilor sale admisibile este convexa si functia obiectiv este liniard.In figura este

reprezentatd punctat si o dreapta de nivel a functiei obiectiv /" a carei translatii, in sensul maximizarii
. . . . * . . - - * - o eyt
lui £, conduce la solutia optima x a programului. Din desen rezulta ca x are urmatoarele proprietati:

- satisface cu egalitate restrictia neliniarda x12 + x22 <1 si cu inegalitate strictd restrictia liniard
X1 + 2x2 <2 )

- coordonatele sale sunt nenule.

X2

Dreapta de nivel a functiei obiectiv f
X+ 2x 2 <2

Figura 14.8

. - . * . “  ee . o . . - - *
Pentru determinarea ,,precisd” a lui x vom folosi conditiile de optimalitate KKT: teoria ne asigura ca x
le satisface!

Forma canonica de prezentare a programului neliniar (P):

(mln) _f :_le — Xy
xlz +x§ -1<0

X1 ZO,XZ >0

(P)



Lagrangianul asociat:

L(x1,Xy,u) ==2X] — X, +u1(x12 +x§ —D+uy(x +2x, —2)

Conditiile de optimalitate Karush — Kuhn — Tucker:

8—120©—2+2U1xl+u2 >0 (11) 5 xl-a—1=0©x1(—2+2u1x1+u2):0 (11,)
axl 8x1
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a—"so@xhxgg Q.1 ; u1'8—1=0<:>u(x12+x%—1)=0 2.1
8u1 aul
a—1$0©x1+2x2 <2 (22), Uz'a_‘Z:O@LI2(xl+2X2—2):O (22')
8u2 8“2

x120,x220 5 uIZO,MZZO

Din studiul grafic rezulta ca solutia optima a programului (P) satisface:
- egalitatea x12 + x% =1 3)
- inegalitatile stricte x; >0,x, >0 s1 x; +2x, >2

Din (1.1"), (1.2') 51 (2.2') rezulta egalitatile:

—2+2u1x1 + Uy =0 (4)
—1+2u1x2 +21/l2 =0 (5)
4y =0 ©)

Relatiile (3) — (6) constituie un sistem in variabilele x;,x,,u;,u, din a carui rezolvare rezulta solutia

5

optimd x| = si valorile optime ale multiplicatorilor Lagrange u; = - uy =0

x5 !
= X =—
V5 V5
in teoria economics, conditiile KKT permit degajarea unor concluzii calitative importante si
chiar regisirea unor legitati binecunoscute.

4 Profit Exemplul 4 Un agent economic doreste sd investeasca o suma de bani in
doua afaceri independente, ambele profitabile, obiectivul urmarit fiind
maximizarea profitului. Se presupune ca profitul ca functie de suma
investita are alura din figura 14.9 adicd este o functie crescatoare si
concavd. Teoria economica clasica afirma si probeaza ca suma
trebuie astfel impartita incat profiturile marginale corespunzitoare
sa fie egale (in cazul de fatd profitul marginal corespunzdtor unei sume
investite este profitul suplimentar care s-ar obtine daca suma creste cu o
unitate monetara).

Suma investita
>

Figura 14.9



Problema pusa are urmatorul model matematic:

(max) f(x1,x2) = f1(x1) + f2(x2)
(P)s x+xp, <1
x120,x, 20
in care;
X1, X, = sumele investite in cele doud activititi economice;
I = suma totala de investit;
f:(x;) = profitul rezultat din investirea sumei x; in activitatea i , i = 1,2

f (x; , x2) = profitul total (egal cu suma profiturilor individuale deoarece activitatile sunt
presupuse a fi independente)
Functia obiectiv f este concava in cadranul nenegativ x; =2 0,x, = 0ca sumd a doua functii de cate o
singurd variabild, concave pe [0, +o0).Unica restrictie din (P) este liniara astfel ca (P) este un program
convex.
Lagrangianul asociat formei canonice de prezentare a programului (P) are expresia:

L(xy,X0,u) =—f1(x)) = fo(x) +u(x) + x5 = 1)

Vom scrie conditiile de optimalitate KKT:

8—‘420c>—f1’(x1)+uZO (1.1) ; xl-a—1=0®x](—ﬁ'(x1)+u)=0 1.1
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(KKT) ox, 2T T o, S '
a—‘4IS0<::>xl+x2SI 2); u-a—‘l:O@u(xquxz—l):O (2"
ou ou
x120,x,20 ; u=0

Agentul doreste sd investeasca In ambele activitdti si ca urmare x; >0,x, > 0 .Profiturile marginale
fi(x))si f5(x,) sunt pozitive astfel ca din (1.1) sau (1.2) rezulta u >0. Atunci (2') implica
X; +x, =1 iardin (1.1") si (1.2") obtinem f{'(x;) = f5(x,) = u. Regasim concluzia mai sus subliniata!
4 pret Exemplul 5. Si notim cu Q cantitatea dintr-un
anumit bun cerutd si vandutd pe piatd la pretul P.

Cuplul (Q,P) este un punct pe curba cererii bunului

considerat, curba a carei alurd esre vizualizata in

. figura 14.10 Vom putea presupune ca Q este o functie
cantitate vandutd  de P sau ca P este o functie de Q dupi necesititi.

»
»

Q Reamintim ca elasticitatea cererii pentru bunul
considerat s-a definit prin raportul.

Figura 14.10



1Y
E= — modificarea procentuala a cantitatii cerute _ 0 _ _£ . d_Q
modificarea procentuala a pretului dP
P

Cererea s- numit elastica daca E > 1 si inelastica daca E < 1. Vom demonstra urmatoarea:
Lema O cerere inelasticd implica un venit marginal negativ.

Reamintim ca venitul marginal reprezinta cresterea de venit (pozitiva sau negativa) rezultata din
cresterea cantititii vindute cu o unitate. Formal, dacd R = P-Q este venitul (revenue) obtinut din

vanzarea cantitatii Q la pretul P atunci venitul marginal (marginal revenue) MR este dat de derivata lui
R in raport cu Q:

4O
dQ

Demonstratia lemei: Avem succesiv:

MRzw=p+Q.d_P=p.(1+2.d_Pj=p.(1_ij
dQ dQ

deundesevedecda £ <1=MR<O0

Sa consideram o intreprindere care produce doud bunuri notate 1 si 2. Fie Q; si Q, cantitétile vandute
pe piata la preturile P;(Q;) respectiv P2(Q,). Fie C(Q1,Qz) costul producerii celor doua cantitati. De
obicei, Tn analiza economica se presupune cd functia C(Q,,Q-) este crescatoare in ambele argumente si
convexa in domeniul Q; >0, Q, > 0.

Propozitie Daca intreprinderea urmareste maximizarea profitului sdu si unul dintre bunuri are cererea
inelastica, ea nu trebuie sd producad bunul respectiv sau, daca situatia o cere, sa produca atat cat ii este
impus.
Demonstratie: Problema consta in maximizarea profitului:

=K -0 +P-0)-C(0.0,)

cu conditia producerii cantitdtilor minimale:

Q12m1>0 Q22m2>0



Rescriem prolema in forma canonica:

(min) —IT=-A -0 =P -0y +C(0,05)
m —0; <0
m2—Q2 <0
01,0, 20

si atasdm lagrangianul:

L(01,0sup,uy)==F -0 =P -0y + C(O1,05) +uy(my —0)) +uy(my —0,)

Programul este convex si ca urmare conditiile KKT sunt aplicabile:

a_JZO’Qla_JZO ; a_IZO,Qza_‘d:O
o0, 00, 00, 00,
6_1_07M1.a_1=0 ; a_‘égo,uz 8_1_0
5u1 6u1 al/lz 8u2
Ql:QzZO Up,Uy >0

Sa presupunem ca bunul 1, produs in cantitatea Q; are cerea inelastica. Dintre conditiile KKT de mai
sus consideram numai pe acelea care se refera la variabila Q.

P
X0 o B9 oC ~u; 20 = — MR, +MC|—u; >0 (1)
00, 20, 00
unde
MR, = (Xg—éan venitul marginal rezultat din vanzarea bunuluil;
1
MC; = —= costul marginal al producerii bunului 1
oo,
oL
0 ——=0 = O-(-MR +MC ~u)=0) (1)
20,
a—JSO = m-0; <0 (2)
6”1
w20 = w(m-0)=0 @)
aul

Deoarece la optim Q; > m; >0 din (1) rezulta:

—MRl +MC1—M1 :0 = ul :MC] —MRl



Produsul 1 are cererea inelastica si conform lemei MR; < 0. Cum MC; > 0 urmeaza ca la optim u; > 0.
Atunci din (2) rezultd Q; = m;. Deci, din bunul 1 cu cererea inelasticd nu se produce mai mult decat
cantitatea minima impusa.



